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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

CINÉTICA ESPACIAL PARA MODELAR TRANSIENTES EM REATORES

ADS

Adriano Jorge Figueira

Setembro/2015

Orientadores: Antonio Carlos Marques Alvim

Fernando Carvalho da Silva

Programa: Engenharia Nuclear

Os sistemas ADS – Accelerator Driven Systems, juntamente com os reatores de IV

geração, têm recebido grande atenção, sobretudo devido a sua eficiência para transmuta-

ção e, eventualmente, incineração de resíduos nucleares. Trabalhos acerca dos aspectos

de segurança de reatores ADS requerem fundamentalmente modelos cinéticos para a aná-

lise de transientes. Atualmente, há um número bastante reduzido de estudos envolvendo

transientes nos sistemas ADS. Além disto, os poucos que existem utilizam apenas o for-

malismo da Cinética Pontual. Neste contexto, o presente trabalho apresenta uma proposta

de aplicação do formalismo de Cinética Espacial a sistemas ADS sob transientes carac-

terísticos de condições acidentais. O código computacional desenvolvido neste trabalho

apresentou reprodução satisfatória de alguns resultados presentes na literatura para dife-

rentes transientes. Os resultados obtidos estão de acordo com as expectativas do ponto de

vista físico.
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ADS systems – Accelerator Driven Systems, along with Generation IV reactors,

have been receiving great attention, especially due to their capability for transmutation

and eventually incineration of nuclear waste. To study ADS safety aspects, kinetic mo-

dels are employed to analyze transients. Currently, there are quite a few studies involving

transient in ADS systems. Moreover, these few studies make use of the point kinetics

equations. In this context, this work presents a proposal to implement a space dependent

kinetics formalism, the Non-Symmetric Alternating Direction Explicit method, to analyze

ADS systems under transient conditions. The computer code developed in this study has

satisfactorily reproduced the results in the literature for the transients tested. The results

are in accordance to what should be expected from the physical point of view.
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Capítulo 1

Introdução

Reatores nucleares convencionais funcionam sem a necessidade de uma fonte ex-

terna de nêutrons, uma vez que esses são projetados para funcionar de maneira tal que

o fator de multiplicação efetivo, keff , seja igual a 1,0. Todavia, esse não é o caso dos

reatores do tipo ADS (Accelerator-Driven Systems). A subcriticalidade é a principal ca-

racterística deste tipo de sistema e faz com que esses reatores sejam ditos intrinsecamente

seguros. O presente capítulo visa introduzir conceitos gerais ligados aos sistemas ADS,

apresentar os objetivos deste trabalho e, inserido nesse contexto, justificar a pesquisa de-

senvolvida.

1.1 Contexto atual dos Sistemas ADS

Basicamente, há três elementos constituintes dos reatores ADS, a saber:

• Um Núcleo Subcrítico;

• Uma Fonte de Nêutrons (Alvo) e

• Um Acelerador de Partículas de Alta Energia
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Cada um dos elementos supracitados representa uma disciplina específica e recebe

atenção especial de diversos grupos de pesquisa em diferentes países. Dentre os países

nos quais podemos encontrar projetos de grande porte, relacionados aos sistemas ADS,

destacam-se Japão, Coreia do Sul, França, Itália e Estados Unidos [1].

O design de um reator ADS, como podemos observar nas figuras 1.1 e 1.2, consiste

em um núcleo subcrítico dotado de um alvo de Spallation1 [2]. Ao ser atingido por um

feixe de prótons de alta energia, o alvo é ativado e passa a fazer o papel de fonte externa

de nêutrons para o sistema subcrítico A produção de nêutrons no alvo será descontinuada

caso o acelerador deixe de produzir o feixe de prótons. Assim, o controle do reator é

feito essencialmente por meio do acelerador. No entanto, estudos recentes [3] mostram

que barras de controle também podem ser importantes nesses sistemas, desde que estejam

operando em baixa subcriticalidade.

Figura 1.1: Visão geral de um reator ADS, [4]

1Spallation é o nome dado ao processo nuclear no qual uma partícula relativística (no presente contexto,
um próton) incide sobre um núcleo pesado. Esta reação libera, entre outras partículas, nêutrons. [2]
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Figura 1.2: Design geral do núcleo de um ADS, [4]

1.1.1 O núcleo subcrítico

O fator de multiplicação efetivo, keff , é obtido quando resolvemos a equação de

balanço de nêutrons e, às vezes, empregado para expressar a subcriticalidade. Todavia,

esse parâmetro não leva em conta fatores como posição ou energia da fonte. Para reato-

res do tipo ADS, é mais adequado a utilização do parâmetro ks, fator de multiplicação

subcrítico.

O fator de multiplicação subcrítico é definido como a razão entre o número de

nêutrons originados de fissões e o número total de nêutrons no sistema, tanto devido

às fissões quanto devido à(s) fonte(s). Mostra-se que ks está diretamente relacionado à

multiplicação subcrítica, M, por meio da seguinte relação [5]:

M =
1

1− ks
(1.1)

Uma outra grandeza, relacionando ks ao convencional keff , é a eficiência da fonte

de nêutrons, ϕ∗. A eficiência da fonte corresponde ao grau de importância da fonte em

relação às fissões e à potência total do sistema [6]. Em um sistema subcrítico, a potência

total pode ser expressa na seguinte forma,
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P =

fonte externa︷ ︸︸ ︷
Pbeam

εn

(
ks

ν̄(1− ks)

)
εf (1.2)

onde Pbeam representa a potência do feixe, enquanto εn, εf e ν̄ são, respectivamente, a

energia consumida por nêutron produzido pela fonte externa, a energia liberada por nêu-

tron gerado nas fissões e o número médio de nêutrons produzidos por fissão. É possível

mostrar [6], para um sistema subcrítico, que a relação

(
1− 1

keff

)
= ϕ∗

(
1− 1

ks

)
(1.3)

é satisfeita. Desta forma, utilizando a equação 1.3, a equação 1.2 assume a seguinte forma:

P =

(
Pbeam

εn

) (
ϕ∗keff

ν(1− keff )

)
εf (1.4)

Analisando a equação 1.4 vemos que, para um dado estado de subcriticalidade,

podemos ajustar a potência solicitada (ou equivalentemente, a corrente elétrica) pelo ace-

lerador de maneira a compensar uma eventual baixa eficiência da fonte. Por outro lado,

uma vez escolhida a fonte, assim como sua localização no núcleo, aumentar a potência do

reator significa reduzir a subcriticalidade (por exemplo, retirada de barras de controle) ou

aumentar a intensidade da fonte.

Na maioria dos projetos de reatores ADS propostos atualmente, o núcleo subcrítico

opera no espectro de nêutrons rápidos. Em outras palavras, em sistemas ADS não existem

moderadores para termalizar os nêutrons de fissão ou de Spallation [3].

Para fins de geração de energia, a princípio, pode parecer que reatores críticos

são a solução mais adequada, uma vez que não há necessidade de uma fonte externa. No

entanto, um núcleo subcrítico aumenta consideravelmente os níveis de segurança e con-

trolabilidade do reator. Uma vez que a operação é feita abaixo da criticalidade, os riscos

de acidentes severos de excursão de potência são eliminados.
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1.1.2 A fonte de nêutrons

O principal resultado do processo de Spallation é a geração de nêutrons. Dife-

rentes metais pesados (ou ligas destes metais) liberam, via spallation, diferentes quan-

tidades de nêutrons ao serem atingidos por prótons de diferentes faixas de altas ener-

gias. Atualmente, considera-se uma liga de Chumbo e Bismuto, conhecida como LBE –

Lead-Bismuth Eutectic (44, 5%Pb + 55, 5%Bi) como o melhor candidato a alvo. Afora

existirem outros metais pesados cuja liberação de nêutrons de spallation também é con-

siderável, como o Mercúrio, o Chumbo e o Tungstênio, por exemplo, o LBE será prova-

velmente o alvo mais utilizado em sistemas ADS. Apesar de Bismuto produzir Polônio

210, que é, além de altamente tóxico e muito volátil, um forte emissor de partículas alfa

[7], quando combinado com o Chumbo, a produção de Polônio pelo Bismuto reduz consi-

deravelmente, uma vez que o LBE pode ser usado em temperaturas relativamente baixas

[8]. Somando-se às essas condições favoráveis, diversos países, como o Japão, estão tra-

balhando há anos no desenvolvimento de tecnologia para o uso do LBE como alvo [9] e,

nos dias atuais, há um consenso na comunidade científica de que a radiação do Polônio,

devido ao alvo, não causará danos maiores à estrutura do reator. Além disto, o LBE possui

alta capacidade de remoção de calor e baixo ponto de fusão [2, 9] (em torno de 398 K), o

que o leva, também, à condição de futuro fluido refrigerante nos sistemas ADS.

A quantidade de nêutrons de spallation produzidos por próton incidente no alvo

depende da energia do próton e, consequentemente, está relacionada ao acelerador que

fornecerá o feixe. Trabalhos realizados recentemente [10, 11] mostram que o número

médio de nêutrons emitidos por próton incidente é, com boa aproximação, diretamente

proporcional à energia do próton, conforme podemos observar na figura 1.3. De acordo

com a figura 1.3, para um alvo de 50 cm de comprimento (dimensão da ordem da espe-

rada para aplicações industriais), em torno de 1,0 GeV de energia encontra-se o máximo

de nêutrons emitidos por próton incidente e, portanto, este valor caracteriza o ponto ótimo

de operação do acelerador.
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Figura 1.3: Nêutrons emitidos por unidade de energia e por próton incidente em um alvo
de LBE com 30 cm de diâmetro e 50 cm de comprimento [10]

Na condição ótima de operação, para cada próton lançado pelo acelerador são pro-

duzidos cerca de 25 nêutrons através do processo de spallation. Esses nêutrons são gera-

dos isotropicamente e entram na contagem do balanço de nêutrons do sistema, figurando

no cálculo do fator de multiplicação subcrítico da seguinte forma:

ks =
〈FΦs(~r, E, ~Ω)〉
〈MΦs(~r, E, ~Ω)〉

=
〈FΦs(~r, E, ~Ω)〉

〈FΦs(~r, E, ~Ω)〉+ 〈S(~r, E, ~Ω)〉
(1.5)

onde F e M são, respectivamente, os operadores de fissão e de perda. Enquanto Φs(~r, E, ~Ω)

representa o fluxo subcrítico e S(~r, E, ~Ω) a intensidade da fonte de nêutrons, localizada

na posição ~r, com energia E e distribuição angular ~Ω. O símbolo 〈·〉 significa integração

no espaço de fase em posição, energia e ângulo.

Diferentemente do fator de multiplicação efetivo, keff , que é característico da com-

posição do núcleo, ks depende da posição espacial, energia e distribuição angular da fonte

externa (alvo) [11].
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Classicamente, a equação de balanço de nêutrons para um sistema subcrítico, na

formulação de operadores, assume a seguinte forma:

(M− F) Φ = S (1.6)

Nesta formulação, a diferença entre nêutrons produzidos por fissões (FΦ) e nêutrons per-

didos (MΦ) é compensada pela fonte externa S e o modo fundamental para o fluxo de

nêutrons obedece à seguinte relação:

(
M− 1

keff
F
)

Φ = 0 (1.7)

Com o uso da equação 1.6 podemos mostrar que a equação 1.5 pode ser reescrita

na seguinte forma:
〈FΦs〉
〈S〉

=
1

1/ks − 1
(1.8)

A potência nuclear, devido às fissões, é definida por

P fissão = εf〈ΣfΦs〉 (1.9)

onde Σf representa a seção de choque macroscópica de fissão.

Combinando as equações 1.8 e 1.9 chegamos à seguinte relação:

Pfissão =
εf
ν

ks
1− ks

〈S〉 (1.10)

onde,

ν =
〈FΦs〉
〈ΣfΦs〉

(1.11)

como definido anteriormente, representa o número médio de nêutrons gerados por fissão.
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1.1.3 O acelerador

Tipicamente, reatores projetados em escalas industriais requerem potências nomi-

nais de operação entre 500 e 1500 MW e sistemas ADS empregam valores de keff entre

0,95 e 0,98 [11]. Aplicando a equação 1.9 a um reator ADS de 1000 MW, operando sub-

criticamente com keff = 0,96, podemos estimar a intensidade correspondente da fonte.

Por simplicidade, vamos considerar que ks ≈ keff (o que, em geral, é verdade).

〈S〉 =
1000 · 106 · 2,5

0,35 · 10−10

(
1− 0,96

0,96

)
≈ 3 · 1018 nêutrons gerados por segundo (1.12)

De acordo com a seção anterior, com um feixe de prótons de energia da ordem de

1,0 GeV, um alvo de 30 cm de diâmetro e 50 cm de comprimento libera 25 nêutrons por

próton incidente. Tendo em vista que o valor acima corresponde aproximadamente a um

feixe que emite 1,2 ·1017 prótons por segundo, o acelerador precisa fornecer uma corrente

de

I =
1,2 · 1017 prótons

segundo
1,6 · 10−19 C

próton
≈ 19mA (1.13)

Em termos de potência do feixe de prótons, a corrente indicada na equação 1.13

equivale a:

Pbeam = 109 1,6 · 10−19J

próton
1,2 · 1017 prótons

segundo
≈ 19MW (1.14)

O grande colisor de hádrons, LHC – Large Hadron Collider, localizado no com-

plexo do CERN – European Organization for Nuclear Research, é o maior e mais potente

acelerador de partículas do mundo. Atualmente, sua capacidade é de 8 TeV distribuídos

em seus 27 km de extensão. A exemplo do que viemos fazendo na presente seção, com

mais uma simples estimativa, através de uma regra de três, chegamos à conclusão de que,

para acelerar prótons até a energia de 1 GeV, seria necessário um pequeno LHC, com

comprimento próximo a 3,4m. Aceleradores convencionais são muito menos potentes

do que o LHC, de tal maneira que o ganho de energia do feixe de prótons, por unidade

de comprimento do acelerador, representa apenas uma fração da energia que seria conse-

guida no grande laboratório Europeu. Com isto, o acelerador de um sistema ADS viável
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teria, ao menos, algumas dezenas de metros. Estas contas simples mostram que a tecno-

logia do acelerador constitui, aparentemente, uma barreira para a construção de um reator

de potência do tipo ADS. Uma vez que as dimensões e, consequentemente, os custos fi-

nanceiros atinentes ao acelerador fariam com que estes reatores fossem economicamente

inviáveis.

Estimulados por estas limitações dos tempos atuais, grupos de pesquisa estão se

dedicando ao problema da amplificação do feixe de prótons para aplicação em sistemas

ADS [12]. Desta maneira, a potência solicitada pelo acelerador, assim como suas di-

mensões, não serão um problema à época da construção dos reatores com este tipo de

tecnologia.

Enquanto não há aceleradores de pequeno porte, grande capacidade e economica-

mente viáveis, os atuais projetos de pesquisa e desenvolvimento ao redor do mundo estão

trabalhando no sentido de aplicar aceleradores com menor capacidade, porém, dimensi-

onalmente compatíveis com os sistemas ADS. Dentre os principais conceitos de ADS,

destacam-se e servem de base para diversas pesquisas, os projetos em desenvolvimento

pela IAEA – Agência Internacional de Energia Atômica, que serviu de base para os tra-

balhos [13, 14]; o OECD – Organization for Economic Co-operation and Development,

ligado à NEA – Nuclear Energy Agency, [1, 15] e o projeto MYHRRA – Multipurpose

Hybrid Research Reactor for High-tech Applications, enfatizado em [14, 16, 17].

1.2 Motivação e Objetivos

Diante de estudos previamente realizados e da avaliação de algumas pesquisas pu-

blicadas recentemente podemos observar uma forte inclinação à utilização das equações

da cinética pontual para a modelagem e simulação dos sistemas ADS [18, 19, 20, 21].

9



Todavia, modelos realísticos requerem a inclusão de elementos não considerados por este

tipo de formalismo. O design de um reator ADS portador de barras de controle, por

exemplo, necessita de uma abordagem mais sólida. Tal abordagem, apesar de ainda não

ter sido realizada, é possível com a aplicação da Cinética Espacial. E é justamente este o

eixo central deste trabalho.

Nesta tese é apresentada uma proposta de aplicação inédita da resolução das Equa-

ções de Cinética Espacial para um sistema subcrítico acionado por fonte externa – ADS. A

técnica escolhida foi o Método de Direções Alternadas Explícito Não-Simétrico, NSADE.

Espera-se que o uso do formalismo espacial gere resultados mais precisos do que os atu-

almente disponíveis e, desta forma, auxiliem na avaliação de segurança dos sistemas ADS

permitindo previsões mais eficientes do comportamento destes reatores diante de transi-

entes.

A modelagem foi efetuada sob a perspectiva do formalismo de diferenças finitas

bidimensional com esquema centrado nas interfaces de malha. Em sua implementação

computacional, executada em linguagem FORTRAN, são previstas as opções de multi-

grupos, multirregiões e malhas retangulares não uniformes. O código desenvolvido po-

derá ser utilizado para gerar Benchmarks e auxiliar pesquisas futuras envolvendo não só

os reatores ADS, mas sistemas críticos e subcríticos bidimensionais e retangulares em

geral.

No capítulo 2 serão apresentados alguns tipos de cenários de acidentes e, posterior-

mente, discutiremos os transientes característicos de sistemas ADS devidos às variações

na intensidade do feixe de prótons. No decorrer do capítulo 3, faremos uma breve abor-

dagem sobre Cinética Espacial em sua formulação convencional, obtendo a forma semi-

discretizada e desenvolvendo equações e definições matriciais fundamentais para a elabo-

ração desse trabalho. Passando pelos clássicos Métodos de Euler e de Crank-Nicolson, o

capítulo 4 tem sua importância caracterizada pela apresentação das Splitting Techniques,

das quais o principal método usado nessa tese, o Método de Direções Alternadas Explí-

cito, é uma subclasse. O capítulo 5 é dedicado à apresentação da metodologia utilizada e
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do código computacional desenvolvido. Após a apresentação e discussão dos resultados,

constantes no capítulo 6, o espaço para as considerações finais foi alocado no capítulo 7,

seguido das referências bibliográficas.
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Capítulo 2

Sistemas ADS e Segurança

O desenvolvimento de um reator ADS objetiva, além de geração altamente eficiente

de energia, a transmutação de actinídeos. No escopo do projeto MYRRHA, por exemplo,

as possíveis aplicações ainda vão além. A redução de resíduos nucleares, diversas aplica-

ções médicas e farmacológicas e a reutilização do combustível nuclear fazem parte deste

horizonte.

O foco do presente trabalho está direcionado aos transientes característicos dos

reatores ADS. Os transientes de maior importância neste tipo de sistema são aqueles que

podem acarretar um cenário acidental. Portanto, faz-se oportuno o tratamento de aspectos

que envolvam, em última análise, o comportamento do núcleo frente a um cenário de

risco. Esse pequeno capítulo é dedicado à apresentação qualitativa de alguns transientes

característicos dos sistemas ADS, sobretudo aqueles envolvendo alterações no feixe de

prótons.

2.1 Principais cenários de acidentes em sistemas ADS

Com os sistemas ADS em evidência, surgiram recentemente alguns trabalhos vol-

tados para a avaliação desses sistemas sob algumas condições específicas. Embora a mai-
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oria das pesquisas estejam relacionadas à otimização do termo de fonte, alguns autores

aplicam a aproximação da cinética pontual para avaliarem condições acidentais, classica-

mente verificadas em reatores críticos, a sistemas ADS.

Embora alguns cenários de excursão de reatividade, ou de potência, encontrados em

reatores convencionais sejam altamente improváveis em sistemas ADS, devido ao fato de

que estes reatores não são autossustentáveis, os estudos de casos deste tipo é justificado

se levarmos em conta que mesmo reatores projetados para serem altamente seguros e

com diversos mecanismos de seguraça intrínseca estão sujeitos a falha humana. Seja por

imperícia ou imprudência, se for possível o aparecimento de uma condição acidental, esta

condição deve ser seriamente levada em conta para a redução de eventuais consequências.

Dentre os eventos mais comumente abordados na literatura, iremos citar aqueles

inerentes aos sistemas ADS. Tais eventos encontram-se citados nas subseções seguintes.

2.1.1 Perda de vazão do refrigerante

O efeito imediato da perda de vazão é o aumento demasiado da temperatura do

refrigerante. Em consequência disto, as temperaturas do revestimento e do combustível

também sofrem alterações. Apesar dos diversos problemas que o aumento de tempera-

tura do fluido refrigerante pode causar, a ebulição do mesmo não constitui, a priori, mais

um fator de risco no caso de sistemas refrigerados a Chumbo-Bismuto. O comportamento

deste tipo de sistema foi investigado por Eriksson et al. e os resultados obtidos encontram-

se na referência [22].

Algumas adaptações de design podem ser realizadas para reduzir os danos pro-

porcionados por falhas nas bombas. Por exemplo, maior distância entre as varetas de

combustível reduz a pressão do núcleo e, assim, facilita a circulação natural. Consequen-

temente, menor fração da vazão é perdida em eventuais falhas das bombas.
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2.1.2 Perda de fluido refrigerante

A perda de fluido refrigerante é um efeito secundário, no sentido de que, em geral,

é necessário que outros problemas tenham ocorrido no sistema previamente. Dentre os

fenômenos que podem acarretar perda de fluido refrigerante podemos destacar rupturas

no circuito primário e falhas no sistema de transporte de calor, que podem levar ao apa-

recimento de bolhas no refrigerante e/ou superaquecimento do refrigerante, levando-o à

ebulição (perda através do aumento do coeficiente de vazio) ou à evaporação.

Em sistemas refrigerados a Chumbo-Bismuto a perda por evaporação do refrige-

rante é altamente improvável, devido ao elevado ponto de ebulição desta liga. Por outro

lado, a rápida liberação de gases de fissão por meio de rupturas nas varetas de combustível

pode proporcionar o aparecimento de bolhas de gases no fluido refrigerante e, novamente,

o coeficiente de vazio aumenta. Outra possibilidade para o aparecimento de vazios, é a

entrada de vapor de água no núcleo através de falhas no gerador de vapor, steam generator

tube rupture event – SGTR.

Para sistemas refrigerados a Sódio, o último cenário citado pode levar a acidentes

graves. O contato do Sódio com a água é acompanhado de uma violenta reação química

que pode causar rupturas no sistema e, consequentemente, vazamento propriamente dito

do fluido refrigerante, Loss of Coolant Accident – LOCA.

As situações citadas e outros tipos de eventos foram abordados, entre outros traba-

lhos, na referência [22].

2.1.3 Alterações de intensidade no feixe de prótons

Nos sistemas ADS a magnitude da fonte externa é ajustada pela mudança na inten-

sidade do feixe de prótons, que é controlada através do acelerador de partículas. Desta

forma, devido à maneira pela qual o acelerador pode alterar a intensidade do feixe, a

intensidade da fonte pode mudar abruptamente, enquanto que, em reatores tradicionais,

os transientes possuem velocidades limitadas. Como o tempo de adaptação dos sistemas
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ADS é muito curto, sendo da ordem de alguns Λ – tempo médio de geração [11], a potên-

cia irá responder instantaneamente à qualquer alteração na fonte. Por outro lado, nenhum

sistema de proteção pode agir instantaneamente.

Para um sistema de segurança baseado em barras de controle, por exemplo, existe

um intervalo de 200ms entre a detecção do aumento de potência e o início da inserção

das barras, que dura cerca de 1s. Esses intervalos de tempo, somados, são suficientes para

detectar a inicialização de todas as condições de acidentes para reatores rápidos [11] que

sempre aparecem na forma de mudanças graduais.

Alterações de intensidade no feixe de prótons podem ocorrer de duas formas. A

primeira representa um pico de potência no feixe, ABO – Accelerator Beam Overpower.

Nesta situação, a fonte externa fica mais intensa do que o esperado. O segundo caso

problemático, envolvendo a intensidade do feixe oriundo do acelerador, é o ABI – Acce-

lerator Beam Interruptions. Neste caso, flutuações de potência causadas por repetitivas

interrupções (trips) do feixe podem causar fadiga térmica nos componentes do reator,

acarretando falhas prematuras no sistema. Isto leva a diversos outros tipos de condições

acidentais.

Esses tipos de cenários podem ser causados por falhas no sistema de controle, mal

funcionamento do acelerador ou erros de operação.

Figura 2.1: Respostas de sistemas ADS refrigerados a Na e a Pb-Bi frente a um acidente
de pico de potência do feixe de prótons. [23]
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Eriksson et al [23], analisou o comportamento de sistemas ADS sob um cenário de

acidente do tipo ABO. Em seu trabalho, a resposta de sistemas refrigerados a Sódio e a

LBE foram comparados entre si, quando submetidos a um aumento de 100% na intensi-

dade do feixe. Em ambos os casos, o fator de multiplicação escolhido foi keff = 0,97.

A intensidade da fonte começou a ser alterada no instante 1,000 s e chegou ao dobro do

valor inicial no instante 1,001 s. A partir deste momento, a fonte permaneceu constante.

Os resultados obtidos estão sintetizados no gráfico da figura 2.1.

O fator mais relevante para a diferença entre os comportamentos dos sistemas refri-

gerados a Sódio e a LBE, frente a esta alteração na fonte, encontra-se no baixo ponto de

ebulição do Na (cerca de 1154 K), quando comparado ao ponto de ebulição do Chumbo–

Bismuto (1943 K) e, consequentemente aos efeitos relacionados aos coeficientes de vazio

desses materiais. Um abrupto aumento na intensidade do feixe pode acarretar na forma-

ção de bolhas, contribuindo positivamente para a reatividade em sistemas refrigerados a

Sódio.
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Capítulo 3

Equações da Cinética Espacial

Nos dois capítulos anteriores apresentamos de maneira sucinta as principais ca-

racterísticas dos sistemas ADS, fizemos uma breve análise dos transientes característicos

desses sistemas e deixamos claro os nossos objetivos com este trabalho. Para darmos

continuidade, a partir deste momento iremos voltar nossa atenção para o problema físico.

Neste e nos dois capítulos seguintes, a maior parte do nosso interesse estará centralizado

na modelagem matemática e nas interpretações físicas das relações construídas.

3.1 Problema Inicial

Ao considerar um sistema com G grupos de energia e J famílias de precursores

de nêutrons retardados, a aproximação da difusão, na teoria de transporte de nêutrons,

conduz ao seguinte sistema de equações para a cinética espacial multigrupo:

∂

∂t
φg(~r, t) = vg∇ · (Dg(~r, t)∇φg(~r, t)) + vg

G∑
g′=1

Σgg′(~r, t)φg′(~r, t)

+ vg

J∑
=1

fgC(~r, t) (3.1a)

∂

∂t
C(~r, t) = −λC +

G∑
g′=1

pg′(~r, t)φg′(~r, t) (3.1b)
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na qual,

φg(~r, t) é o fluxo escalar de nêutrons no grupo de energia g, na posição ~r e no instante t;

vg é a velocidade dos nêutrons do grupo g;

Dg(~r, t) é o coeficiente de difusão para os nêutrons do grupo g, na posição ~r e no instante

t;

fg = λχg é a probabilidade de um precursor da -ésima família emitir um nêutron do

grupo g. Onde λ representa a constante de decaimento da família de precursores 

e χg é a fração dos decaimentos de precursores da -ésima família cuja emissão de

nêutrons ocorre no grupo g;

C(~r, t) é a densidade da -ésima família de precursores, na posição ~r e no instante t.

onde 1 ≤ g ≤ G e 1 ≤  ≤ J , com os parâmetros Σgg′(~r, t) e pg′(~r, t) definidos da

seguinte forma:

Σgg′(~r, t) =


χgνg′Σfg′(~r, t) · (1− β) + Σsg′→g(~r, t) se g 6= g′

χgνgΣfg(~r, t) · (1− β)− Σag(~r, t)−
∑
g′ 6=g

Σsg→g′(~r, t) se g = g′

(3.2)

e

pg′(~r, t) = βνg′Σfg′(~r, t) (3.3)

na qual,

χg representa o espectro de fissão do grupo g;

νg é o número médio de nêutrons emitidos por fissão no grupo g;

β é a fração total de nêutrons retardados emitidos por fissão;

Σfg(~r, t) é a seção de choque macroscópica de fissão do grupo de energia g, na posição

~r e no instante t;
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Σag(~r, t) é a seção de choque macroscópica de absorção do grupo de energia g, na posição

~r e no instante t;

Σsg→g′(~r, t) é a seção de choque macroscópica de espalhamento do grupo de energia g

para o grupo de energia g′, na posição ~r e no instante t,

de maneira que Σgg′(~r, t) expressa a produção líquida de nêutrons no grupo de energia g,

devido à contribuição dos nêutrons do grupo de energia g′.

Ao definirmos o vetor coluna

θ
∼
(~r, t) ≡ col [φ1(~r, t), φ2(~r, t), · · · , φG(~r, t); C1(~r, t), · · · , CJ (~r, t)] (3.4)

e a matriz M(~r, t),

M(~r, t) ≡

 M11 M12

M21 M22

 (3.5)

onde,

M11(~r, t) ≡



v1(∇ ·D1∇+ Σ11) v1Σ12 · · · v1Σ1G

v2Σ21 v2(∇ ·D2∇+ Σ22) · · · v2Σ2G

...
... . . . ...

vGΣG1 vGΣG2 · · · vG(∇ ·DG∇+ ΣGG)


(3.6)

M12(~r, t) ≡



v1f11 v1f12 · · · v1f1J

v2f21 v2f22 · · · v2f2J

...
... . . . ...

vGfG1 vGfG2 · · · vGfGJ


(3.7)

M21(~r, t) ≡



p11 p12 · · · p1G

p21 p22 · · · p2G

...
... . . . ...

pJ1 pJ2 · · · pJG


(3.8)
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e

M22(~r, t) ≡



−λ1 0 · · · 0

0 −λ2 · · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · −λJ


(3.9)

é possível reescrever o sistema (3.1) de maneira compacta, da seguinte forma:

∂

∂t
θ
∼
(~r, t) = M(~r, t)θ

∼
(~r, t) (3.10)

A solução da equação (3.10) em casos de interesses práticos exige sua discretiza-

ção espacial e temporal. O presente capítulo, através das seções seguintes, é dedicado à

discussão desses procedimentos.

3.2 Discretização Espacial

Usualmente, a equação (3.10) é discretizada na variável espacial e, em seguida, na

variável temporal. A discretização espacial dá origem à chamada forma semidiscretizada,

que representa o ponto de partida para os diversos métodos de cinética espacial. Para

ilustrar este processo, consideremos a discretização de um reator bidimensional qualquer

e voltemos nossa atenção a um ponto genérico, cercado por quatro regiões de propriedades

físicas e geométricas distintas. A situação ora citada, no formalismo de diferenças finitas

e escolhendo-se um esquema de discretização centrado nas interfaces de malha, encontra-

se representada na figura 3.1.

3.3 Obtenção da Forma Semidiscretizada

O primeiro passo para obter a forma semidiscretizada das equações da Cinética

Espacial é integrar a equação (3.1a) na área (por unidade de comprimento) hachurada A

da figura 3.1,
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A =
hxi+1

+ hxi

2
·
hyj + hyj+1

2
(3.11)

A integral para o membro esquerdo na equação (3.1a) é aproximada por:

∫∫
A

∂φg(x, y, t)

∂t
dxdy ∼=

∂φg(i, j, t)

∂t
A (3.12)

hyj+1

2

hyj
2

hxi

2

hxi+1

2

(i, j)(i− 1, j) (i+ 1, j)

(i, j + 1)

(i, j − 1)

Região (I, J) Região (I + 1, J)

Região (I, J + 1) Região (I + 1, J + 1)

A

Figura 3.1: Discretização Espacial com Esquema Centrado na Interface

Procedendo a integração termo a termo teremos, para a primeira parcela do membro di-

reito na equação (3.1a):
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vg

∫ j+1/2

j−1/2

∫ i+1/2

i−1/2

∂

∂x

(
Dg

∂φg

∂x

)
dxdy = vg

∫ j−

j−1/2

{∫ i+1/2

i−1/2

∂

∂x

(
Dg

∂φg

∂x

)
dx

}
dy

(3.13)

+ vg

∫ j+1/2

j+

{∫ i+1/2

i−1/2

∂

∂x

(
Dg

∂φg

∂x

)
dx

}
dy

na qual, na equação (3.13), a divisão da integral entre j − 1/2 e j + 1/2 em duas outras

integrais é justificada. Pois, a densidade de corrente na direção horizontal não precisa ser

contínua na direção vertical. É importante observar que, tanto na equação (3.13) quanto

em outras relações deste trabalho, frequentemente fazemos uso de um relaxamento de

notação ao deixar a dependência no tempo implícita. Nesta seção, por exemplo, φg(i,j)

está sendo escrito em lugar de φg(i,j)(t). Isto é feito apenas para simplificar a escrita das

equações, que ficariam demasiadamente grandes se escritas com todos os parâmetros, e

espera-se que o leitor tenha atenção e compreenda as situações em que a dependência no

tempo está implícita. O cálculo da primeira parcela da equação (3.13) nos leva a:

vg

∫ j−

j−1/2

{∫ i+1/2

i−1/2

∂

∂x

(
Dg

∂φg

∂x

)
dx

}
dy = vg

∫ j−

j−1/2

[
Dg

∂φg

∂x

]i+1/2

i−1/2

dy (3.14)

onde utilizamos o fato de Dg
∂φg

∂x
ser contínua em x = xi.

No intervalo (j − 1/2 < j < j−), podemos usar a aproximação:

Dg
∂φg

∂x
∼=


D

(I,J)
g

(
φg(i,j) − φg(i−1,j)

hxi

)
para i ∈ [i− 1/2, i−]

D
(I+1,J)
g

(
φg(i+1,j) − φg(i,j)

hxi+1

)
para i ∈ [i+, i+ 1/2]

(3.15)

obtendo assim, para a primeira parcela da soma de integrais presente na equação (3.13),
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o seguinte resultado:

vg

∫ j−

j−1/2

∫ i+1/2

i−1/2

∂

∂x

(
Dg

∂φg

∂x

)
dxdy ∼= vg

{
D(I+1,J)

g

(
φg(i+1,j) − φg(i,j)

h2
xi+1

)
hxi+1

hyj
2

(3.16)

− D(I,J)
g

(
φg(i,j) − φg(i−1,j)

h2
xi

)
hxi

hyj
2

}

Analogamente, a segunda parcela se escreve

vg

∫ j+1/2

j+

∫ i+1/2

i−1/2

∂

∂x

(
Dg

∂φg

∂x

)
dxdy ∼= vg

{
D(I+1,J+1)

g

φg(i+1,j) − φg(i,j)

h2
xi+1

hxi+1

hyj+1

2

(3.17)

− D(I,J+1)
g

φg(i,j) − φg(i−1,j)

h2
xi

hxi

hyj+1

2

}

Da mesma maneira, é possível mostrar que

vg

∫ i+1/2

i−1/2

∫ j+1/2

j−1/2

∂

∂y

(
Dg

∂φg

∂y

)
dydx (3.18)

nos leva a

vg

∫ i−

i−1/2

[
Dg

∂φg

∂y

]j+1/2

j−1/2

dx ∼= vg

{
D(I,J+1)

g

(
φg(i,j+1) − φg(i,j)

h2
yj+1

)
hyj+1

hxi

2

(3.19)

− D(I,J)
g

(
φg(i,j) − φg(i,j−1)

h2
yj

)
hyj

hxi

2

}

e

vg

∫ i+1/2

i+

[
Dg

∂φg

∂y

]j+1/2

j−1/2

dx ∼= vg

{
D(I+1,J+1)

g

(
φg(i,j+1) − φg(i,j)

h2
yj+1

)
hyj+1

hxi+1

2

(3.20)

− D(I+1,J)
g

(
φg(i,j) − φg(i,j−1)

h2
yj

)
hyj

hxi+1

2

}
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O que conclui o cálculo da integral referente ao primeiro termo do membro direito na

equação (3.1a).

Nas aproximações (3.19) e (3.20), conforme o que foi feito anteriormente, utiliza-

mos o fato de Dg
∂φg

∂y
ser contínua na direção vertical, mas não precisar ser contínua na

direção horizontal.

Realizando agora as integrais dos outros dois termos da equação (3.1a), chegamos

às expressões aproximadas:

vg

G∑
g′=1

∫ ∫
A

Σgg′(~r, t)φg′(~r, t)dxdy ∼= vg

G∑
g′=1

{
Σ

(I,J)
gg′

hxi

2

hyj
2

+

(3.21)

Σ
(I+1,J)
gg′

hxi+1

2

hyj
2

+ Σ
(I,J+1)
gg′

hxi

2

hyj+1

2
+ Σ

(I+1,J+1)
gg′

hxi+1

2

hyj+1

2

}
φg′(~r, t)

e,

vg

J∑
=1

fg

∫ ∫
A

C(~r, t)dxdy ∼= vg

J∑
=1

fgC(i,j)A (3.22)

Definindo

ω1(i,j) ≡
hxi
hyj

Di,j

(3.23a)

ω2(i,j) ≡
hxi
hyj+1

Di,j

(3.23b)

ω3(i,j) ≡
hxi+1

hyj
Di,j

(3.23c)

ω4(i,j) ≡
hxi+1

hyj+1

Di,j

(3.23d)

Di,j ≡ (hxi
+ hxi+1

)(hyj + hyj+1
) = 4A (3.23e)
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de modo que
4∑

k=1

ωk(i,j) = 1 (3.24)

podemos usar os resultados de (3.12), (3.13), (3.21) e (3.22) para escrever a equação

(3.1a) discretizada no espaço, da seguinte forma:

∂φg(i,j)

∂t
= vg

[
D

(I+1,J)
g

h2
xi+1

2ω3(i,j) +
D

(I+1,J+1)
g

h2
xi+1

2ω4(i,j)

] (
φg(i+1,j) − φg(i,j)

)
+ vg

[
D

(I,J+1)
g

h2
yj+1

2ω2(i,j) +
D

(I+1,J+1)
g

h2
yj+1

2ω4(i,j)

] (
φg(i,j+1) − φg(i,j)

)
+ vg

[
D

(I,J)
g

h2
xi

2ω1(i,j) +
D

(I,J+1)
g

h2
xi

2ω2(i,j)

] (
φg(i−1,j) − φg(i,j)

)
(3.25)

+ vg

[
D

(I,J)
g

h2
yj

2ω1(i,j) +
D

(I+1,J)
g

h2
yj

2ω3(i,j)

] (
φg(i,j−1) − φg(i,j)

)
+ vg

G∑
g′=1

[
Σ

(I,J)
gg′ ω1(i,j) + Σ

(I,J+1)
gg′ ω2(i,j) + Σ

(I+1,J)
gg′ ω3(i,j) + Σ

(I+1,J+1)
gg′ ω4(i,j)

]
+ vg

J∑
=1

fgC(i,j)

Analogamente, integrando a equação (3.1b) e dividindo pela áreaA, pode-se mostrar que:

∂

∂t
C(i,j) =

G∑
g′=1

[
p

(I,J)
g′ ω1 + p

(I,J+1)
g′ ω2 + p

(I+1,J)
g′ ω3 + p

(I+1,J+1)
g′ ω4

]
− λC(i,j) (3.26)

As equações (3.25) e (3.26) podem ser escritas de maneira condensada, resultando

em uma expressão da seguinte forma:

∂

∂t
Ψ
∼

= AΨ
∼

(3.27)

A equação (3.27) é a forma semidiscretizada da equação matricial (3.10) e Ψ
∼

é um

vetor coluna de dimensão N × (G+ J ), onde N = I × J é o número total de pontos de

malha, sendo I o número total de colunas e J o número total de linhas da malha. A matriz

A é uma matriz quadrada, de ordem N × (G + J ), cuja estrutura depende da ordenação

escolhida para as componentes do vetor Ψ
∼

.
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3.4 Cinética no Formalismo Matricial

Dependendo do método a ser aplicado na resolução da equação (3.27), diferentes

ordenações do vetor Ψ
∼

são empregadas. Desta forma a matriz A pode assumir diferentes

estruturas.

Se, por exemplo, o vetor Ψ
∼

for definido por

Ψ
∼

= col
[
Ψ
∼ 1,Ψ∼ 2, · · · ,Ψ∼ g, · · · ,Ψ∼G; C

∼ 1, C∼ 2, · · · , C∼ , · · · , C∼ J
]

(3.28)

onde,

Ψ
∼ g = col

[
Ψg(1,1),Ψg(1,2), · · · ,Ψg(i,j), · · · ,Ψg(I,J)

]
(3.29a)

C
∼  = col

[
C(1,1), C(1,2), · · · , C(i,j), · · · , C(I,J)

]
(3.29b)

então, a matriz A será constituída de (G+J )2 blocos de ordemN , tais que osG primeiros

blocos da diagonal principal são matrizes pentadiagonais1, enquanto que todos os outros

blocos são diagonais.

Se, por outro lado, o vetor Ψ
∼

for definido por

Ψ
∼

= col
[
Ψ
∼ (1,1),Ψ∼ (1,2), · · · ,Ψ∼ (i,j), · · · ,Ψ∼ (I,J)

]
(3.30)

onde,

Ψ
∼ (i,j) = col

[
φ1(i,j), φ2(i,j), · · · , φg(i,j), · · · , φG(i,j); C1(i,j), C2(i,j), · · · , C(i,j), · · · , CJ (i,j)

]
(3.31)

de maneira que os vetores Ψ
∼ (i,j) contenham os valores dos fluxos e concentrações de

precursores para o ponto (i, j) e, consequentemente, possuam dimensão (G+J ), a matriz

A será constituída de N2 blocos de ordem (G + J ). Apresentando uma estrutura bloco

1Nos casos 1D ou 3D, essas matrizes serão tri ou heptadiagonais, respectivamente.
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pentadiagonal.

A ordenação do tipo (3.28) é adequada para métodos de resolução sucessiva dos

fluxos e concentrações de precursores, enquanto que a ordenação (3.30) se adapta melhor

aos métodos de resolução simultânea [24].

Conforme será justificado mais à frente, a ordenação de interesse neste trabalho é a

do primeiro tipo. Ou seja, o nosso vetor Ψ
∼

terá suas componentes ordenadas de maneira

semelhante à apresentada na equação (3.28). Para ilustrar mais claramente a forma da

matriz A para esta situação, considere o caso particular de três grupos de energia e duas

famílias de precursores de nêutrons retardados. Diante deste cenário, a matriz A assume

a seguinte forma:

A =





(3.32)
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Em geral,

A =



D1 + T11 T12 · · · T1G F11 F12 · · · F1J

T21 D2 + T22 · · · T2G F21 F22 · · · F2J

...
... . . . ...

...
... . . . ...

TG1 TG2 · · · DG + TGG FG1 FG2 · · · FGJ

P11 P12 · · · P1G −Λ1 0 · · · 0

P12 P22 · · · P1G 0 −Λ2 · · · 0

...
... · · · ...

...
... . . . 0

PJ 1 PJ 2 · · · PJG 0 0 0 −ΛJ



(3.33)

onde,Dg é uma matriz pentadiagonal representando as fugas através do volume de malha.

Os parâmetros Tgg′ , Fg, Λ e Pg′ são todos matrizes diagonais, representando, respectiva-

mente, os termos de transferências intragrupos, contribuição ao fluxo do grupo g devido

ao decaimento da -ésima família de precursores de nêutrons retardados, as constantes

de decaimento dos precursores e a produção de precursores da -ésima família devido às

fissões no grupo g′.

Desta forma, é de praxe dividirmos a matriz A como

A = T + D + L + U (3.34)

onde,

D =



D1

D2

. . .

DG

−Λ1

. . .

−ΛJ



(3.35)
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T =



T11

T22

. . .

TGG

0

. . .

0



(3.36)

L =



0 · · · 0

T21 0

...
... . . . ...

TG1 TG2 · · · 0

P11 P12 · · · P1G 0 · · · 0

...
... · · · ...

... . . . ...

PJ 1 PJ 2 · · · PJG 0 · · · 0



(3.37)

e

U =



0 T12 · · · T1G F11 · · · F1

0 · · · T2G F21 · · · F2

. . . ...
...

...
...

... 0 FG1 · · · FGJ

0 · · · 0

... . . . ...

0 · · · 0 · · · 0



(3.38)

É importante salientar que os coeficientes da matriz (3.33), em geral, dependem

da variável tempo. Portanto, a resolução completa da forma semidiscretizada, equação

(3.27), requer especial atenção quanto ao tratamento dado a essa matriz quando da dis-

cretização temporal. No capítulo seguinte iremos discutir brevemente alguns métodos

tradicionais de resolução direta da equação (3.27).
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Capítulo 4

Métodos de Integração no Tempo

No capítulo 3 apresentamos a forma semidiscretizada das equações da Cinética

Espacial e discutimos brevemente as propriedades geométricas gerais do problema ma-

tricial relacionado. O presente capítulo se presta a introduzir alguns dos métodos mais

classicamente empregados no processo de discretização no tempo e, consequentemente,

resolução da equação (3.27).

4.1 Métodos de integração direta

Voltemos nossa atenção à equação semidiscretizada (3.27), a qual, para fins de

visualização, é reescrita abaixo:
∂

∂t
Ψ
∼

= AΨ
∼

(4.1)

Ao integrar ambos os membros da equação (4.1) em um intervalo de tempo discreto

∆tn ≡ tn+1 − tn, poderemos escrever

Ψ
∼
n+1 −Ψ

∼
n =

∫ tn+1

tn

A dt (4.2)
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de maneira que se faz necessário encontrarmos expressões aproximadas para o membro

direito da equação (4.2). Suponhamos uma aproximação da seguinte forma:

∫ tn+1

tn

A dt = ∆tn(fA)Ψ
∼
n+1 + ∆tn(gA)Ψ

∼
n (4.3)

Na relação (4.3), f e g são operadores matriciais tais que

fA + gA = A (4.4)

desta forma, substituindo (4.3) em (4.2), temos que:

Ψ
∼
n+1 −Ψ

∼
n = ∆tn(fA)Ψ

∼
n+1 + ∆tn(gA)Ψ

∼
n (4.5)

ou ainda:

Ψ
∼
n+1 = [I−∆tnfA]−1 [I + ∆tngA] Ψ

∼
n (4.6)

A equação (4.6) representa um método de integração direta geral e pode ser usada para

obter Ψ
∼
n+1 = Ψ

∼
(tn + 1) a partir da informação de Ψ

∼
n = Ψ

∼
(tn), desde que os operadores

f e g seja conhecidos.

4.1.1 O Método Theta

O Método Theta consiste em redefinir o operador f como f ≡ Θ, onde Θ é uma

matriz diagonal tal que seus elementos não-nulos satisfazem à seguinte relação:

0 ≤ θii ≤ 1 (4.7)

tendo em vista esta definição, é possível reescrever (4.6) da seguinte forma:

Ψ
∼
n+1 = [I−∆tnΘA]−1 [I + ∆tn (I−Θ) A] Ψ

∼
n (4.8)

que é a expressão geral para o método theta.
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A correta aplicação da equação (4.8) exige uma escolha cuidadosa dos coeficientes

θii, os quais, em geral variam nos grupos de energia. A escolha ótima dos θii’s, de ma-

neira a minimizar absolutamente os erros de truncamento inerentes ao método ainda é um

problema em aberto.

4.1.2 Métodos de Euler

Os tradicionais Métodos de Euler podem ser derivados do Método Theta. Para

ilustrar isto, escolhamos, por exemplo θii = 0,∀i, na equação (4.8). Podemos mostrar

facilmente que esta escolha resulta em um processo totalmente explícito, na forma da

equação (4.9) a seguir.

Ψ
∼
n+1 = [I + ∆tnA] Ψ

∼
n (4.9)

Conforme mencionado anteriormente, a matriz A depende de t, isto é: A = A(t). Toda-

via, nos casos aqui tratados, esta dependência é expressada através da relação

A(t) ∼= A(tn) (4.10)

isto é, estamos aproximando o valor da matriz no instante t pelo seu valor no início do

intervalo de tempo considerado, de maneira que a matriz A, durante determinado transi-

ente, é representada por um histograma tal que seu valor a cada instante é admitido igual

ao valor que esta teria no início daquele intervalo.

Uma escolha alternativa, seria fazer θii = 1,∀i, na equação (4.8). Desta maneira,

toma lugar um processo totalmente implícito, representado pela equação (4.11).

Ψ
∼
n+1 = [I−∆tnA]−1 Ψ

∼
n (4.11)

A equação (4.11) é o algorítimo de Euler implícito. Tanto o Método de Euler Explícito

quanto o Método de Euler Implícito apresentam erros de truncamento da ordem deϑ(∆t).
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Um algoritmo totalmente explícito, como a equação (4.9), é de simples implemen-

tação computacional, enquanto que um algoritmo totalmente implícito, equação (4.11),

envolve a inversão de uma matriz. Resta a dúvida: Qual método escolher?

Com o objetivo de responder a esta questão, considere uma expansão do fluxo Ψ
∼
n

em autofunções da matriz A, da seguinte forma

Ψ
∼
n =

∞∑
n=1

anΩn (4.12)

onde,

AΩn = ηnΩn (4.13)

A substituição da expressão (4.12) na equação (4.1), resulta em

Ψ
∼
n+1 =

∞∑
n=1

an(1 + ηn∆tn)Ωn (4.14)

e, devido à condição de estabilidade numérica, que exige a dominância do modo funda-

mental dessa expansão em relação aos outros harmônicos, segue que

|1 + η1∆tn| > |1 + ηn∆tn| , (n ≥ 2) (4.15)

Sabe-se [5] que a magnitude do autovalor para o modo fundamental é da ordem das cons-

tantes de decaimento dos precursores. Além disto, testes numéricos efetuados no decorrer

deste trabalho e também citados na referencia [25] apontam para autovalores cujos mó-

dulos podem chegar a 107. Sendo assim, a garantia de validade da condição (4.15) exige

que escolhamos ∆t da ordem de 10−7. Ou seja, o esquema totalmente explícito, embora

de fácil implementação, é apenas condicionalmente estável, uma vez que, dependendo do

problema tratado, pode apresentar restrições muito severas sobre o tamanho do passo ∆tn

a ser utilizado.
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Analogamente, substituindo a expansão (4.12) na equação (4.11), chegamos a uma

expressão do tipo

Ψ
∼
n+1 =

∞∑
n=1

an(1− ηn∆tn)−1Ωn (4.16)

e, pela condição de estabilidade∣∣(1− η1∆tn)−1
∣∣ > ∣∣(1− ηn∆tn)−1

∣∣ , (n ≥ 2) (4.17)

concluindo que o esquema totalmente implícito possui a propriedade de ser incondicional-

mente estável se 0 > Re{η1} > Re{ηn} para n ≥ 2. Para os casos em que Re{η1} > 0 a

condição de estabilidade é conseguida exigindo-se que Ψ
∼
n+1 seja um vetor positivo. Isto

implica em:

∆tn <
1

η1

(4.18)

Esta condição só representaria uma restrição, de fato, para autovalores η1 elevados. Po-

rém, isto corresponde a transientes que variam muito rapidamente com o tempo e, neste

caso, a adoção de pequenos passos ∆tn seria necessária de qualquer maneira e podemos

dizer que, em geral, o esquema totalmente implícito é incondicionalmente estável.

Desta forma, o tempo extra de computação desprendido para efetuar a inversão

da matriz em (4.11), pode ser facilmente recuperado ao usarmos incrementos de tempo

maiores, fazendo com que a escolha por um esquema totalmente implícito seja vantajosa

em termos de processamento.

4.1.3 Método de Crank-Nicolson

Um dos esquemas mais tradicionais, é o esquema do tipo Crank-Nicolson, que

também pode ser obtido do Método Theta. Para tanto, tomemos θii = 1/2,∀i, na equação

(4.8). Isto nos leva à forma usual do algoritmo de Crank-Nicolson, qual seja:

Ψ
∼
n+1 =

[
I− 1

2
∆tnA

]−1 [
I +

1

2
∆tnA

]
Ψ
∼
n (4.19)
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Nota-se que a matriz
[
I− 1

2
∆tnA

]
possui a mesma estrutura da matriz [I−∆tnA], pre-

sente no esquema totalmente implícito, de maneira que em termos de esforço computaci-

onal, o problema é análogo. Além disso, é necessário calcular
[
I + 1

2
∆tnA

]
Ψ
∼
n. O que

adiciona mais operações ao processo. Todavia, pode-se mostrar [25] que, além do algo-

ritmo ser incondicionalmente estável, o erro de truncamento deste processo é da ordem

de ϑ(∆t2). Uma justificativa heurística para este fato pode ser conseguida em termos de

aproximações de Diferenças Finitas para o operador
∂

∂t
.

4.2 Técnicas de Divisão - Splitting Techniques

Passemos agora aos chamados Splitting Techniques. Conforme vimos na seção

anterior, os processos cujas restrições sobre ∆t são menos severas exigem a inversão de

matrizes de estruturas semelhantes à da matriz (3.33), o que pode ser feito, por exemplo,

via processos iterativos. Para evitar este inconveniente a escolha dos operadores f e g, na

relação (4.3) pode ser assim procedida:

fA = A1 (4.20a)

gA = A2 (4.20b)

de forma que

A1 + A2 = A (4.21)

com A1 sendo uma matriz de fácil inversão (por exemplo, diagonal ou triangular). Os

métodos gerados à partir deste tipo de procedimento são chamados de Splitting Techniques

e os conhecidos Métodos de Direções Alternadas, dos quais alguns serão sucintamente

apresentados nas subseções seguintes, pertencem à esta classe.
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4.2.1 Métodos de Direções Alternadas

Conforme mencionado anteriormente, os Métodos de Direções Alternadas [25],

doravante denominados genericamente ADM, pertencem à classe de técnicas de divisão e,

portanto, são construídos de tal forma que a matriz A seja dividida em duas submatrizes,

sendo uma destas partes, a que será invertida no decorrer do algoritmo, de fácil inversão

[24]. Porém, a inversão de apenas uma parte de A pode acarretar erros de truncamento

inaceitavelmente grandes.

Para contornar este problema, faz-se uma mudança de variáveis na forma:

Ψ
∼

(t) = e
ω∼(t)

ϕ
∼

(t) (4.22)

onde ω
∼

(t) é uma matriz diagonal cujos elementos devem ser escolhidos de maneira a

retirar o máximo de dependência temporal possível de ϕ
∼

(t). Sua dimensão é de inverso

de tempo e, por conseguinte, é normalmente denominada frequência e a relação (4.22) é

conhecida como Transformação de Frequências.

Substituindo (4.22) na forma semidiscretizada, equação (4.1), obtemos a forma

modificada
d

dt
ϕ
∼

(t) = e
−ω∼(t)

(A− ω
∼

(t))e
ω∼(t)

ϕ
∼

(t) (4.23)

onde o vetor auxiliar ϕ
∼

(t), caso a escolha de ω
∼

(t) seja adequada, depende fracamente do

tempo em relação ao vetor Ψ
∼

(t). Desta forma, apesar de a matriz deste problema mo-

dificado apresentar a mesma estrutura do problema original, é possível aplicar os ADM

à equação (4.23) utilizando passos de tempo consideravelmente maiores e, ao mesmo

tempo, manter os erros de truncamento oriundos da inversão de apenas parte de A sob

controle. Uma vez resolvida a equação modificada e determinado o vetor auxiliar, pode-

mos usar a equação (4.22), para chegarmos ao vetor Ψ
∼

(t).
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Os algoritmos para os métodos de direções alternadas tratados aqui, aplicados à

equação (4.23), são obtidos dividindo-se cada passo temporal em duas partes1 e escolhendo-

se os operadores f e g de tal maneira que tenhamos, para o primeiro meio passo ou pri-

meira etapa

f(A− ω
∼

) = A2 − αω∼ (4.24a)

g(A− ω
∼

) = A1 − γω∼ (4.24b)

e, para a segunda etapa

f(A− ω
∼

) = A4 − αω∼ (4.25a)

g(A− ω
∼

) = A3 − γω∼ (4.25b)

onde, nas equações (4.24) e (4.25),

α + γ = 1 (4.26)

Desta forma, a aplicação sucessiva desses operadores a um dado passo na equação

(4.23), após algumas manipulações algébricas, resulta em:

ϕ
∼

n+1 = e
−ω∼h

[
I− h(A4 − αω∼)

]−1 [
I + h(A3 − γω∼)

]
(4.27)[

I− h(A2 − αω∼)
]−1 [

I + h(A1 − γω∼)
]
e
ω∼hϕ
∼

n

onde,

h ≡ 1

2
∆tn (4.28)

1cada qual denominada meio passo ou etapa
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é o comprimento do meio passo naquele determinado intervalo ∆tn.

A escolha adequada dos coeficientes ω
∼

(t) é um problema delicado e diferentes

testes realizados por diversos autores mostram que melhores resultados são conseguidos

ao se atualizar os valores de ω
∼

(t) a cada intervalo ∆tn [26, 27]. Em geral, escolhemos os

valores das frequências tais que, a cada passo e em cada ponto de malha (i, j), tenhamos:

ωn
i,j =

1

∆tn
ln

(
Ψn

ḡ(i,j)

Ψn−1
ḡ(i,j)

)
(4.29)

com Ψn
ḡ(i,j) sendo o valor da componente (i, j) do vetor Ψ

∼ ḡ(t), conforme definido em

(3.29a), no passo de tempo n. Todos os grupos de energia usam a mesma frequência em

determinado ponto de malha. Em geral, ḡ é o grupo térmico em problemas envolvendo

reatores térmicos. No caso de reatores rápidos, ḡ é um dos grupos representativos da faixa

rápida [26].

A equação (4.27), juntamente com (4.22) definem um sistema geral do qual po-

dem ser derivados todos os métodos de direções alternadas convencionais. Vamos agora

particularizar esta equação a quatro casos de interesse.

4.2.2 Direções Alternadas Implícitos

Dentre todos os ADM, talvez os Métodos de Direções Alternadas Implícitos sejam

os mais amplamente utilizados. Uma discussão específica acerca destes métodos pode

ser encontrada na referencia [28]. Porém, as linhas escritas nesta subseção terão sua base

fundamentalmente na referência [24].

O Método de Direções Alternadas Implícito aparece basicamente em duas formas

que, como comentado anteriormente, podem ser obtidas à partir da expressão geral (4.27).

A primeira forma que iremos apresentar é conhecida como Método de Direções

Alternadas Implícito Simétrico ou, simplesmente, SADI, da sigla em inglês Symmetric

Alternating Direction Implicit.
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O algoritmo do método SADI é conseguido substituindo

α = γ = 1/2 (4.30)

na equação (4.27) e adotando-se as seguintes estruturas para as matrizes A1, A2, A3 e

A4:

A1 =
1

2
T + U + Dx = A4 ≡ Ax (4.31a)

A2 =
1

2
T + L + Dy = A3 ≡ Ay (4.31b)

onde as matrizes T, L e U são as definidas em (3.36), (3.37) e (3.38), respectivamente. Ao

passo que Dx contém os termos de difusão da matriz D, definida na página 28, relativos

exclusivamente à direção X e metade da diagonal principal de D, conforme (4.32), sendo

Dx
g , consequentemente, uma matriz tridiagonal.

Dx =



Dx
1

Dx
2

. . .

Dx
G

−Λ1

2
. . .

−ΛJ
2



(4.32)

Analogamente, para a direção Y , temos
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Dy =



Dy
1

Dy
2

. . .

Dy
G

−Λ1

2
. . .

−ΛJ
2



(4.33)

com Dy
g também tridiagonal.

Conforme podemos observar, com essas definições,

D = Dx + Dy (4.34)

a relação (3.34) continua válida e a equação (4.27) assume a seguinte forma

ϕ
∼

n+1 = e
−ω∼h

[
I− h(Ax −

1

2
ω
∼

)

]−1 [
I + h(Ay −

1

2
ω
∼

)

]
(4.35)[

I− h(Ay −
1

2
ω
∼

)

]−1 [
I + h(Ax −

1

2
ω
∼

)

]
e
ω∼hϕ
∼

n

A equação (4.35) representa a estrutura matricial fundamental para a implementação do

método SADI.

Métodos de Direções Alternadas Implícitos também podem ser estruturados de

forma assimétrica Para tanto, escolhemos os parâmetros α e γ, na equação (4.27), tais

que

α = 1 (4.36a)

γ = 0 (4.36b)

conservando exatamente as definições dos operadores T, D, L e U, escreve-se A1, A2,
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A3 e A4, tais que:

A1 = U + Dx ≡ Ux (4.37a)

A2 = T + L + Dy ≡ Ly (4.37b)

A3 = U + Dy ≡ Uy (4.37c)

A4 = T + L + Dx ≡ Lx (4.37d)

Feito isto, é possível demonstrar que a relação (4.38),

ϕ
∼

n+1 = e
−ω∼h

[
I− h(Lx − ω∼)

]−1

[I + hUy]

(4.38)[
I− h(Ly − ω∼)

]−1

[I + hUx] e
ω∼hϕ
∼

n

analogamente à equação (4.35) para o caso simétrico, constitui o algoritmo estruturante

do Método de Direções Alternadas Implícito Não-Simétrico, o qual será abreviado por

NSADI, como forma de alusão a Non Symmetric Alternating Direction Implicit.

Nos métodos SADI e NSADI, as matrizes A2 e A4 são ambas bloco triangular

inferior ou superior com diagonal bloco tridiagonal. O que requer solução simultânea dos

fluxos, linha por linha, através de algorítimos de eliminação progressiva - substituição

regressiva.

Conforme podemos observar das equações (4.35) e (4.38), a cada intervalo ∆tn,

durante o primeiro meio passo h apenas uma das direções é tratada explicitamente, en-

quanto a outra permanece implícita. Na segunda etapa, este tratamento se inverte. Por

esse motivo o nome do método é Direções Alternadas.
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4.2.3 Direções Alternadas Explícitos

Prosseguindo com nossa abordagem geral sobre ADM, os métodos de direções

alternadas explícitos são gerados à partir das mesmas definições da subseção anterior.

Contudo, trocando-se Dx por DU e Dy por DL, onde DU contém a parte superior de D

mais metade de sua diagonal principal, enquanto DL contém a parte inferior de D mais a

outra metade de sua diagonal. Ou seja, para o método de Direções Alternadas Explícito

Simétrico, SADE – Symmetric Alternating Direction Explicit, temos as seguintes defini-

ções

α = γ = 1/2 (4.39)

e

A1 =
1

2
T + U + DU = A4 ≡ AU (4.40a)

A2 =
1

2
T + L + DL = A3 ≡ AL (4.40b)

cuja substituição na equação (4.27) resulta em

ϕ
∼

n+1 = e
−ω∼h

[
I− h(AU −

1

2
ω
∼

)

]−1 [
I + h(AL −

1

2
ω
∼

)

]
(4.41)[

I− h(AL −
1

2
ω
∼

)

]−1 [
I + h(AU −

1

2
ω
∼

)

]
e
ω∼hϕ
∼

n

enquanto que, para o método de Direções Alternadas Explícito Não-Simétrico, NSADE

– Non Symmetric Alternating Direction Explicit, as definições são:

α = 1 (4.42a)

γ = 0 (4.42b)
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e

A1 = U + DU (4.43a)

A2 = T + L + DL (4.43b)

A3 = U + DL (4.43c)

A4 = T + L + DU (4.43d)

resultando em,

ϕ
∼

n+1 = e
−ω∼h

[
I− h(A4 − ω∼)

]−1

[I + hA3]

(4.44)[
I− h(A2 − ω∼)

]−1

[I + hA1] e
ω∼hϕ
∼

n

Para ambos os métodos, SADE ou NSADE, as inversões são executadas facilmente,

uma vez que tanto a matriz A2 quanto a matriz A4 são triangulares2. Pelo método NSADE

resolvemos os fluxos do grupo de maior energia para o grupo de menor energia em ambas

as etapas. Isto, em termos de consistência física da resolução do problema caracteriza uma

vantagem considerável. No caso do SADE, é necessário inverter a ordem de resolução dos

fluxos na segunda etapa, resolvendo-se, a cada intervalo, primeiro de cima para baixo e,

depois, de baixo para cima nos grupos de energia.

Há ainda, outros métodos de direções alternadas, como o CAD – Checkboard Al-

ternating Direction e os métodos de direções alternadas modificados [24]. Porém, não

iremos tratá-los aqui.

Diante de tudo que foi exposto neste capítulo e baseado nas observações [24, 26]

numéricas de que, em geral, os métodos não simétricos possuem melhores condições de

estabilidade, adicionando características relativas à natureza do problema de resolver as

equações da Cinética Espacial, determinamos que o método NSADE é o mais adequado

2A matriz A2 é triangular inferior tanto no SADE quanto no NSADE. A matriz A4 é triangular superior
em ambos.
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para o tratamento dos transientes em sistemas ADS.

O próximo capítulo consolida a implementação desse método ao problema aqui

proposto.
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Capítulo 5

Metodologia

No presente capítulo incluiremos o termo de fonte externa à forma semidiscretizada

e abordaremos o problema no âmbito do método NSADE, chegando às expressões que

embasaram a implementação do algoritmo desenvolvido durante este trabalho. Ao fim,

apresentaremos o fluxograma do referido código.

5.1 Cinética Espacial para Sistemas ADS

A passagem da forma convencional das equações da Cinética Espacial para uma

forma aplicável aos sistemas ADS exige um termo adicional, Sg(~r, t), na equação (3.1a).

Este termo representa a fonte externa de nêutrons na posição ~r e no instante t e, com isto,

o sistema (3.1) torna-se:
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∂

∂t
φg(~r, t) = vg∇ · (Dg(~r, t)∇φg(~r, t)) + vg

G∑
g′=1

Σgg′(~r, t)φg′(~r, t)

+ vg

J∑
=1

fgC(~r, t) + vgSg(~r, t) (5.1a)

∂

∂t
C(~r, t) = −λC +

G∑
g′=1

pg′(~r, t)φg′(~r, t) (5.1b)

Seguindo-se os mesmos passos descritos na seção 3.3, podemos mostrar que a

equação (5.1a) toma a seguinte forma:

∂φg(i,j)

∂t
= vg

[
D

(I+1,J)
g

h2
xi+1

2ω3(i,j) +
D

(I+1,J+1)
g

h2
xi+1

2ω4(i,j)

] (
φg(i+1,j) − φg(i,j)

)
+ vg

[
D

(I,J+1)
g

h2
yj+1

2ω2(i,j) +
D

(I+1,J+1)
g

h2
yj+1

2ω4(i,j)

] (
φg(i,j+1) − φg(i,j)

)
+ vg

[
D

(I,J)
g

h2
xi

2ω1(i,j) +
D

(I,J+1)
g

h2
xi

2ω2(i,j)

] (
φg(i−1,j) − φg(i,j)

)
+ vg

[
D

(I,J)
g

h2
yj

2ω1(i,j) +
D

(I+1,J)
g

h2
yj

2ω3(i,j)

] (
φg(i,j−1) − φg(i,j)

)
(5.2)

+ vg

G∑
g′=1

[
Σ

(I,J)
gg′ ω1(i,j) + Σ

(I,J+1)
gg′ ω2(i,j) + Σ

(I+1,J)
gg′ ω3(i,j) + Σ

(I+1,J+1)
gg′ ω4(i,j)

]
+ vg

[
S(I,J)ω1(i,j) + S(I,J+1)ω2(i,j) + S(I+1,J)ω3(i,j) + S(I+1,J+1)ω4(i,j)

]
+ vg

J∑
=1

fgC(i,j)

ao passo que (3.1b) permanece inalterada, ou seja, a equação (5.1b) torna-se, após a dis-

cretização no espaço,

∂

∂t
C(i,j) =

G∑
g′=1

[
p

(I,J)
g′ ω1 + p

(I,J+1)
g′ ω2 + p

(I+1,J)
g′ ω3 + p

(I+1,J+1)
g′ ω4

]
− λC(i,j) (5.3)

Analogamente ao desenvolvimento da seção 3.3, as equações (5.2) e (5.3) podem

ser condensadas ao escrevermos sua forma semidiscretizada como:

∂

∂t
Ψ
∼

= AΨ
∼

+ S
∼

(5.4)
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onde S
∼

é um vetor coluna de mesma dimensão que Ψ
∼

. Porém, com apenas os seus J

últimos componentes identicamente nulos, de maneira que

S
∼

= col
[
S
∼ 1, S∼ 2, · · · , S∼ g, · · · , S∼G; 0

]
(5.5)

com,

S
∼ g = col [Sg(1, 1), Sg(1, 2), · · · , Sg(i, j), · · · , Sg(I, J)] (5.6)

5.1.1 Transformação de Frequências para Sistemas ADS

A introdução da Transformação de Frequências (4.22) na equação (5.4) conduz à

seguinte forma modificada:

d

dt
ϕ
∼

(t) = e
−ω∼(t)

(A− ω
∼

(t))e
ω∼(t)

ϕ
∼

(t) + e
−ω∼(t)

S
∼

(5.7)

a qual pode ser discretizada no tempo, segundo uma abordagem de direções alternadas.

Pode-se mostrar que a aplicação dos procedimentos tratados na seção 4.2.1 nos

levam à expressão geral:

ϕ
∼

n+1 = e
−ω∼h

[
I− h(A4 − αω∼)

]−1
{[

I + h(A3 − γω∼)
] [

I− h(A2 − αω∼)
]−1

(5.8)

·
{[

I + h(A1 − γω∼)
]
e
ω∼hϕ
∼

n + hS
∼

n

}
+ hS

∼
n+1/2

}

onde S
∼

n é o vetor fonte externa no passo temporal de ordem n e S
∼

n+1/2 é o mesmo vetor

na metade do passo ∆tn, ou seja, ao final da primeira etapa. Repare que, se fizermos

S
∼

= 0 para todos os instantes a equação (5.8) resume-se a:
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ϕ
∼

n+1 = e
−ω∼h

[
I− h(A4 − αω∼)

]−1 [
I + h(A3 − γω∼)

]
(5.9)[

I− h(A2 − αω∼)
]−1 [

I + h(A1 − γω∼)
]
e
ω∼hϕ
∼

n

que é exatamente a expressão para o método de direções alternadas geral, obtida ante-

riormente na página 37. Desta forma, a equação (5.8) representa uma generalização da

equação (4.27), válida também para um sistema acionado por fonte externa.

5.1.2 Método NSADE para Sistemas ADS

Para a construção do algoritmo de resolução do nosso problema, a equação (5.8)

tem as duas etapas de integração explicitadas da seguinte forma:

ϕ
∼

n+1/2 = e
−ω∼h

[
I− h(A2 − αω∼)

]−1
{[

I + h(A1 − γω∼)
]
e
ω∼hϕ
∼

n + hS
∼

n

}
(5.10)

ϕ
∼

n+1 = e
−ω∼h

[
I− h(A4 − αω∼)

]−1
{[

I + h(A3 − γω∼)
]
e
ω∼hϕ
∼

n+1/2 + hS
∼

n+1/2

}

ou ainda,

[
I− h(A2 − ω∼)

]
e
ω∼hϕ
∼

n+1/2 = [I + hA1] e
ω∼hϕ
∼

n + hS
∼

n (5.11a)

[
I− h(A4 − ω∼)

]
e
ω∼hϕ
∼

n+1 = [I + hA3] e
ω∼hϕ
∼

n+1/2 + hS
∼

n+1/2 (5.11b)

onde, nas equações (5.11), já estamos levando em conta que o método é assimétrico

(α = 1 e γ = 0). A construção das matrizes A1, A2, A3 e A4 foi feita exatamente

conforme definidas em (4.43), de maneira que estas matrizes, tendo em vista as defini-

ções introduzidas na seção 3.4, apresentam estruturas do tipo:
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A1 =





(5.12)

A2 =





(5.13)

A3 =





(5.14)
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e,

A4 =





(5.15)

Para a primeira etapa de cada passo, equação (5.11a), mostra-se que, no algoritmo

resultante, a componente (i, j) do vetor ϕ
∼

n+1/2 depende de suas componentes abaixo e à

esquerda, no instante atual. Isto é, para calcularmos ϕn+1/2
g (i, j) precisamos das informa-

ções tanto de ϕn+1/2
g (i−1, j) quanto de ϕn+1/2

g (i, j−1), além da própria componente e dos

vizinhos à direita e acima, ambos no instante anterior, ϕn
g (i, j), ϕn

g (i+ 1, j) e ϕn
g (i, j+ 1).

Uma ilustração desta situação pode ser observada na figura 5.1.

j + 1

j

j − 1

i− 1 i i+ 1

tn−1

tn−1

Figura 5.1: Representação numérica do algoritmo da primeira etapa
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j + 1

j

j − 1

i− 1 i i+ 1

tn−1

tn−1

Figura 5.2: Representação numérica do algoritmo da segunda etapa

De forma completamente análoga, a figura 5.2 representa o caso da segunda etapa

de execução de determinado passo do algoritmo, na qual a obtenção de cada componente

(i, j) do vetor ϕ
∼

n+1 depende do seu próprio valor no instante anterior, além dos valores

anteriores das componentes localizadas imediatamente à esquerda e abaixo do ponto (i, j)

O nosso problema pressupõe condição de fluxo nulo em todo o contorno do sis-

tema. Sendo assim, as soluções numéricas de ambas as etapas do processo podem ser

consideravelmente facilitadas ao executarmos as varreduras espaciais da esquerda para

a direita e de baixo para cima no decorrer da primeira etapa, invertendo totalmente esta

ordem no decorrer da segunda etapa. Este simples procedimento evita a necessidade de

inversão numérica de qualquer operador.

5.2 O código desenvolvido

Para implementar a resolução da cinética espacial utilizando o método NSADE, em

um sistema bidimensional do tipo ADS, foi desenvolvido um código computacional em

linguagem FORTRAN, batizado de KADS2D. Com este código foi possível reproduzir
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as soluções de referência dos casos estudados. Os parâmetros geométricos e nucleares,

assim como os dados referentes à fonte, são lidos de um arquivo externo. As informações

relevantes acerca da fonte são: o instante em que a fonte é ligada (acelerador acionado);

instante em que a fonte é desligada (acelerador desligado); quantidade e duração de cada

tipo de possível condição acidental no acelerador (ou Accelerator Beam Interruptions

– ABI ou Accelerator Beam Overpower – ABO); instantes em que ocorrem cada uma

destas condições acidentais; amplitude e frequência do feixe de prótons; fator pelo qual

a intensidade do feixe será multiplicada em caso de ABO e, por último mas não menos

importante, o número médio de nêutrons emitidos pelo alvo, por próton incidente.

Uma vez que o KADS2D foi desenvolvido para o tratamento em multigrupos de

energia, também são dados de entrada, a quantidade de grupos e o número de famílias de

precursores de nêutrons retardados, assim como os parâmetros diretamente vinculados a

estes fatores.

As distribuições iniciais dos fluxos e dos precursores de nêutrons retardados foram

geradas através do modelo Falso Transitório, às vezes chamado de Falso Transiente ou

False Time Step.

Na figura 5.3 ilustramos um resumido fluxograma do código KADS2D. Há essenci-

almente dois regimes de processamento. O usuário define o regime nos dados de entrada,

ao informar se o código irá rodar um problema com fonte externa – Sistema ADS, ou um

problema com outro transiente qualquer. No primeiro caso, a cada instante, a rotina de

cálculo dos fluxos tem a informação atualizada sob o estado da fonte externa, processando

as operações pertinentes e repassando esses dados para a rotina de cálculo da potência.

A rotina Cálculo da Fonte Externa executa suas operações com base no instante t que

lhe é repassado e nas informações armazenadas no arquivo de entrada, fornecendo assim,

uma saída com o valor correto da fonte externa naquele instante, a qual será usada para

recalcular os fluxos e o ciclo continua até que o número de passos no tempo atinja o seu

ponto final.
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Figura 5.3: Fluxograma do código KADS2D
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O segundo regime de processamento está presente especialmente para validação

do código. Neste caso, como não há fonte externa, o ciclo é desviado para as rotinas de

avaliação do transiente de interesse e atualização dos parâmetros nucleares antes do efe-

tivo cálculo dos fluxos e posterior avaliação da potência. Até que a quantidade de ciclos

seja atingida este processo de atualização de parâmetros - cálculo dos fluxos/potência se

repete. Todo o histórico do feixe de prótons e da intensidade da fonte é gravado em um ar-

quivo externo. Ao final do processo, também temos arquivos que contêm as distribuições

dos fluxos de cada grupo de energia e a distribuição das concentrações de cada família de

precursores, além de outros arquivos contendo informações de controle.
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Capítulo 6

Resultados

Diante das fundamentações teóricas antes discutidas e da metodologia apresentada

no capítulo precedente, neste ponto da tese o código KADS2D será utilizado para mode-

lar alguns transientes, inclusive em reatores do tipo ADS. Infelizmente não há, na litera-

tura atual, estudos nos quais possamos encontrar resultados de simulações de transientes

específicos dos reatores ADS, tais como flutuações do feixe de prótons. Com isto, ao

simularmos as variações da fonte externa não teremos um controle com o qual comparar

nossos resultados. Em contrapartida, poderemos observar que o KADS2D reproduz de

maneira bastante satisfatória outros transientes em sistemas subcríticos.

6.1 Validação do Método

6.1.1 Transiente – Exemplo 1

O primeiro transiente testado aqui foi um dos casos tratados na referência [29]. No

referido trabalho, os autores resolvem as equações da cinética espacial para um sistema

subcrítico bidimensional através de uma técnica denominada de Adaptive Matrix Forma-

tion – AMF. Os dados relativos a este sistema encontram-se listados na tabela 6.1.
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Tabela 6.1: Transiente 1: Dados para o Reator TWIGL [29] (dois grupos de energia e
uma família de precursores)

Materiais 1 e 2 Material 3
Propriedade

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 1 Grupo 2
D (cm) 1,4 0,4 1,3 0,2

Σa (cm−1) 0,01 0,15 0,008 0,05
ν 2,1877 2,1877 2,1877 2,1877

Σf (cm−1) 0,0035 0,1 0,0015 0,03
Σg→g+1

s (cm−1) 0,01 0,0 0,01 0,0
Velocidade (cm/s) 1,0× 107 2,0× 105 1,0× 107 2,0× 105

Espectro de Fissão 1,0 0,0 1,0 0,0
Constantes dos Precursores f11 = 1,0 f21 = 0,0

λ1 = 0,08 β1 = 0,0075
Condições de Contorno φ1 = 0 e φ2 = 0

em x = (0, 160) cm e y = (0, 160) cm

Uma ilustração do reator considerado pode ser vista na figura 6.1. Neste caso, uma

perturbação sinusoidal de período T = 10−2 s, conforme a equação (6.1), é introduzida

sobre a seção de choque macroscópica de absorção do grupo térmico apenas nas regiões

de tipo 1 e os perfis desses fluxos foram plotados para os instantes t = T/4, t = T/2 e

t = 3T/4.

Σa2(t) = Σa2(0)

(
1,0− 0,2 sin

(
2πt

T

))
(6.1)

Da mesma maneira, os dados da tabela 6.1 e a geometria da figura 6.1 foram usados

para alimentar o KADS2D. A observação das figuras 6.2, 6.3 e 6.4 nos permite afirmar

que os fluxos calculados com o KADS2D concordam plenamente com os resultados do

AMF [29], a menos de uma constante de normalização.

Todas as simulações com o KADS2D foram realizadas em um notebook pessoal

configurado para operar com frequência máxima de 1,65 GHz e utilizar até 3 Gb de me-

mória RAM. As simulações com o método AMF foram realizadas em um computador de

mesa, munido de um processador Pentium IV de 2,6 MHz [29].
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Figura 6.1: Geometria 2D para o problema TWIGL (∆x = 8.0cm, ∆y = 8.0cm: 1 –
Região perturbada; 2 – Núcleo; 3 – Região do cobertor), [29]

Para a obtenção do fluxo térmico representado na figura 6.2, o código KADS2D

consumiu 0,125s. No caso da figura 6.3, o tempo gasto foi de 0,219s, ao passo que o

cálculo do perfil do fluxo térmico em 3T/4, representado na figura 6.4, demorou 0,281s.

Cabe comentar que, em todos esses casos, o processamento do KADS2D forneceu, além

do perfil do fluxo térmico: o fluxo rápido, a distribuição das concentrações dos precur-

sores de nêutrons retardados e o histórico da potência. Nos tempos de processamento

citados estão embutidos ainda: o tempo gasto para executar a nodalização do sistema e o

tempo gasto para gerar as condições iniciais, através do falso transiente.

Na próxima seção iremos analisar um outro transiente, simulado em outra referên-

cia. Nesta oportunidade, nossa atenção estará voltada não para a forma do fluxo, e sim

para a potência normalizada.
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Pontos de Malha Y Pontos de Malha X

(a) Transiente 1: Perfil do fluxo térmico em t = T/4 – AMF

(b) Transiente 1: Perfil do fluxo térmico em t = T/4 – KADS2D.

Figura 6.2: Comparação entre AMF e KADS2D para t = T/4. ∆t = 10−4 s
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Pontos de Malha Y Pontos de Malha X

(a) Transiente 1: Perfil do fluxo térmico em t = T/2 – AMF

(b) Transiente 1: Perfil do fluxo térmico em t = T/2 – KADS2D.

Figura 6.3: Comparação entre AMF e KADS2D para t = T/2. ∆t = 10−4 s
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Pontos de Malha XPontos de Malha Y

(a) Transiente 1: Perfil do fluxo térmico em t = 3T/4 – AMF

(b) Transiente 1: Perfil do fluxo térmico em t = 3T/4 – KADS2D.

Figura 6.4: Comparação entre AMF e KADS2D para t = 3T/4. ∆t = 10−4 s
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6.1.2 Transiente – Exemplo 2

O segundo tipo de transiente testado neste trabalho acarreta em gradientes mais

acentuados dos fluxos de nêutrons. Este problema foi estudado na referência [30] para

um caso particular de dois grupos de energia e uma família de precursores de nêutrons

retardados. A geometria e os parâmetros neutrônicos estão representados pela figura 6.5

e pela tabela 6.2. Neste problema os autores aplicam, para a discretização espacial, uma

versão modificada do método NCM – Nodal Collocation Method [30, 31, 32], expandindo

os fluxos de nêutrons em polinômios de Legendre. Duas estratégias de resolução do sis-

tema resultante são usadas. A primeira delas chama-se Geometric Multilevel Strategy –

GML, fundamentada em determinar a solução do sistema para o instante tn+1 usando k+1

polinômios de Legendre, enquanto a segunda é denominada Algebraic Multilevel Algo-

rithm – AML, que encontra-se, assim como a GML, plenamente detalhada na referência

[30].
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1

3
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0 24 56 80
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24

56
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Figura 6.5: Simetria de 1/4 de núcleo para o Reator TWIGL (1 – Região perturbada; 2 –
Núcleo; 3 – Região do cobertor), [30]

61



Tabela 6.2: Transiente 2: Dados para o Reator TWIGL [30] (dois grupos de energia e
uma família de precursores)

Região Grupo Dg (cm) Σag (cm−1) νΣfg Σ12

1 1 1,4 0,01 0,007 0,01
2 0,4 0,15 0,2

2 1 1,4 0,01 0,007 0,01
2 0,4 0,15 0,2

3 1 1,3 0,008 0,003 0,01
2 0,5 0,05 0,06

β1 λ1 1/v1 1/v2

0,0064 0,08 10−7 10−5

A perturbação representada pela equação (6.2) é aplicada à região de tipo 1 durante

um transiente de 0.5 s. A potência relativa obtida na referência [30] foi comparada com

a potência relativa gerada através da aplicação do KADS2D para esta nova situação. Os

resultados são mostrados na figura 6.6.

Σa2(t) =



0, 15− 0, 0035

0, 2
t , t ≤ 0, 2

0, 15 +
0, 0035

0, 2
t , 0, 2 < t ≤ 0, 4

0, 15 , t > 0, 4

(6.2)

Os tempos de processamento no KADS2D foram comparados com os correspon-

dentes tempos dos algoritmos AML e GML usando dados fornecidos na referência [30]

para alguns valores de ∆t. Os resultados numéricos destas comparações constam na ta-

bela 6.3, enquanto que a figura 6.7 ilustra como o tempo gasto por cada CPU, normalizado

pela frequência de operação de cada processador, varia em função do tamanho do passo

∆t. De acordo com a figura 6.7 observa-se que, para passos menores, o tempo de proces-

samento do KADS2D ocupa uma posição intermediária em relação aos algoritmos AML

e GML. Conforme usa-se passos maiores, o processamento do KADS2D torna-se o mais

rápido entre os três.
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(a) Transiente 2: Evolução da Potência – GML/AML, [30]

(b) Transiente 2: Evolução da Potência – KADS2D

Figura 6.6: Comparação GML/AML × KADS2D para o Transiente 2. ∆t = 10−4 s
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Tabela 6.3: Transiente 2: Comparação entre GML, AML e KADS2D segundo os tempos
de processamento – TCPU e o tamanho do passo – ∆t

GML AML KADS2D

∆t(s) ∆t(s) ∆t(s)TCPU(s) TCPU(s) TCPU(s)

10−3

5 · 10−3

10−2

10−3

5 · 10−3

10−2

387

108

76

795

189

111

10−2

5 · 10−3

10−3

5 · 10−4

10−4

5 · 10−5

10−5

0.1

0.2

1.1

2.2

10.5

21.6

119.4

Figura 6.7: Transiente 2: Comparação entre GML, AML e KADS2D segundo os tempos
de processamento normalizados pela frequência, em função do passo ∆t
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Uma observação mais atenta da figura 6.6 pode ser reveladora. A variação da po-

tência parece ser amortecida quando efetuada pelo KADS2D. Este efeito ocorre devido à

contribuição da rigidez do sistema de equações da Cinética Espacial [33], ocasionado pela

grande diferença entre os valores absolutos dos parâmetros do sistema, principalmente no

instante t = 2 s, quando ocorre uma brusca variação da seção de choque de absorção. Um

refinamento sucessivo da malha do tempo possibilita a quebra dessa rigidez e consequente

reprodução exata do resultado da figura 6.6a. A figura 6.8 ilustra o resultado obtido com

o referido refinamento de malha.

Figura 6.8: Transiente 2: Evolução da Potência – KADS2D. ∆t = 10−5 s
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6.2 Simulação de cenários de acidentes em Sistemas ADS

Tendo validado a metodologia do KADS2D, apresentaremos nesta seção alguns

resultados obtidos ao se usar o código para simular transientes de condições de acidentes

nos sistemas ADS. Especificamente, estamos interessados em mostrar como a potência

desses sistemas se comporta quando o acelerador é submetido a uma interrupção do feixe

de prótons ou uma excursão temporária na potência deste feixe. Ou seja, iremos analisar

os transientes característicos das condições acidentais dos tipos ABI e ABO, abordadas

no capítulo 2.

Estas condições foram simuladas para o reator da figura 6.1 substituindo-se a região

central pelo alvo de spallation [34]. Desta forma, o sistema usado é o representado pela

figura 6.9. Os parâmetros nucleares envolvidos constam na tabela 6.4.
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Figura 6.9: Geometria 2D para um Reator tipo ADS (∆x = 8.0cm, ∆y = 8.0cm: 1 e 2 –
Núcleo; 3 – Região do cobertor; 4 – Alvo)
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Tabela 6.4: Transientes ABI e ABO: Dados para um Reator tipo ADS (dois grupos de
energia e uma família de precursores)

Materiais 1 e 2 Materiais 3 e 4
Propriedade

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 1 Grupo 2
D (cm) 1,4 0,4 1,3 0,5

Σa (cm−1) 0,01 0,15 0,008 0,05
ν 2,1730 2,1730 2,1730 2,1730

Σf (cm−1) 0,0035 0,1 0,0015 0,03
Σg→g+1

s (cm−1) 0,01 0,0 0,01 0,0
Velocidade (cm/s) 1,0× 107 1,0× 105 1,0× 107 1,0× 105

Espectro de Fissão 1,0 0,0 1,0 0,0
Constantes dos Precursores f11 = 1,0 f21 = 0,0

λ1 = 0,08 β1 = 0,0064
Condições de Contorno φ1 = 0 e φ2 = 0

em x = 160 cm e y = 160 cm

6.2.1 Interrupções no feixe de prótons

Os sistemas ADS irão trabalhar com feixes pulsados de prótons. Há, a princípio,

três modos de operação para os aceleradores. O primeiro encontra-se em torno de 175

MHz, o segundo em 350 MHz, enquanto que no terceiro modo a frequência do feixe de

prótons atinge cerca de 750 MHz. Desta forma, as frequências de operação são tão ele-

vadas que, com boa aproximação, podemos considerar que o feixe de prótons é contínuo.

Nesta e na próxima subseção, iremos adotar esta aproximação.

Primeiramente vamos considerar um cenário de interrupção no feixe de prótons. A

figura 6.10, na qual foi introduzida uma interrupção de 2 s no feixe, mostra a evolução da

potência durante um intervalo de 5 s. Os parâmetros da fonte encontram-se relacionados

na tabela 6.5. Conforme pode-se observar, a resposta às variações da fonte são extre-

mamente rápidas, fazendo com que a potência do sistema demore apenas uma fração de

segundos para começar a decair de forma a caracterizar o estado subcrítico do reator. Ao

se retomar o feixe de prótons, a potência também responde prontamente, executando um

salto consideravelmente grande em um intervalo de tempo bastante curto. Porém, o ní-

vel de potência é reduzido. Esta redução será tanto maior quanto maior for o intervalo de

tempo em que a fonte permanecer desativada e depende, também, de o quão subcrítico é o
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sistema. Para retomar a potência nominal de operação mais rapidamente, após um evento

ABI, faz-se necessário um aumento da intensidade da fonte externa, o que acarretará na

necessidade de um ajuste posterior do feixe de prótons, até que este reassuma o seu valor

nominal. Sistemas ADS, conforme citado na subseção 1.1.2, possuem um limiar na razão

nêutrons / próton, de maneira que um aumento na frequência de operação pode se tornar

inútil ou até reduzir ainda mais a emissão de nêutrons. No escopo do projeto MYHRRA

[16], por exemplo, considera-se condição acidental qualquer ABI com duração superior

a 3s ou uma sequência de mais de 10 eventos de ABI em um mesmo ciclo de operação,

cuja duração é de 250 horas. Evidentemente estes valores de referência podem mudar

de projeto para projeto, dependendo da diversidade de regiões mais ou menos sensíveis à

fadiga térmica que as interrupções frequentes podem causar.

Figura 6.10: ABI de 2s iniciado em t = 1.5s
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Tabela 6.5: Dados da fonte relativos à figura 6.10. IABI – Instante de início do ABI;
DABI – Duração do ABI.

frequência (MHz) nêutrons/(prótons · cm3) IABI (s) DABI (s)
350,0 0,4 1,5 2,0

Testes numéricos com o KADS2D mostram que o nível de potência se ajusta assin-

toticamente ao patamar nominal tanto no caso de ocorrência de um evento do tipo ABI,

quanto de um evento do tipo ABO, tratado na subseção seguinte. Este intervalo de tempo

necessário para alcançar a potência nominal está relacionado ao período requisitado para

o restabelecimento do equilíbrio dos nêutrons retardados no sistema.

A figura 6.11 representa exatamente o mesmo caso apresentado na figura 6.10. A

única diferença é que agora expandimos a escala de tempo para dois minutos. Conforme

podemos observar, de fato, o sistema retoma sua condição nominal conforme justificado

anteriormente.

Figura 6.11: ABI de 2s iniciado em t = 1.5s
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6.2.2 Aumento na intensidade do feixe de prótons

Além das interrupções, tratadas na subseção anterior, uma variação positiva na in-

tensidade do feixe de prótons pode ocorrer inesperadamente e, tanto quando o ABI, esse

tipo de condição representa uma situação delicada. O ABO, como é conhecido o evento

de aumento não-intencional na intensidade do feixe de prótons, caracteriza uma condi-

ção acidental devido à grande sensibilidade do sistema às variações na fonte. Mesmo um

pequeno aumento na intensidade do feixe de prótons pode elevar consideravelmente a po-

tência do reator em um intervalo de tempo muito curto. Esta condição, se não controlada

a tempo, pode implicar em danos permanentes a componentes tanto do reator quanto do

acelerador.

De maneira análoga ao que foi feito na subseção 6.2.1, o KADS2D foi utilizado

para simular uma condição ABO a 40% com duração de 2s. As condições nas quais

esta situação foi estudada encontram-se listadas na tabela 6.6, enquanto que a figura 6.12

ilustra a variação da potência do reator durante este transiente.

Como o reator é projetado para funcionar em condição estacionária enquanto a

fonte externa estiver ativa [35], o aumento acidental na intensidade da fonte faz com

que o equilíbrio neutrônico seja deslocado no sentido de fazer com que o reator assuma

um comportamento de super criticalidade. Esta condição perdura enquanto o sistema

permanecer em estado de overpower. Ao findar a excursão de potência, o sistema retorna,

analogamente ao caso anterior, para o estado de potência nominal.

A ocorrência sucessiva de eventos do tipo ABO, além dos danos mencionados no

capítulo 1, relativos à fadiga térmica e aos riscos de derretimento dos componentes, ace-

lera a queima de combustível, reduzindo o tempo do ciclo de operação. A redução dos

ciclos de operação acarreta em maior frequência de manutenção desses sistemas, podendo

terminar em inviabilidade econômica e/ou energética da planta.
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Figura 6.12: ABO de 2s iniciado em t = 1.5s

Tabela 6.6: Dados da fonte relativos à figura 6.12. IABO – Instante de início do ABO;
DABO – Duração do ABO.

frequência (MHz) nêutrons/(prótons · cm3) IABO (s) DABO (s)
350,0 0,4 1,5 2,0

Na referência [3] podemos encontrar algumas observações acerca do comporta-

mento térmico de sistemas subcríticos acionados por fonte externa.
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Capítulo 7

Considerações Finais

O esforço desprendido para concluir este trabalho foi devido principalmente à falta

de publicações sobre sistemas ADS envolvendo o formalismo da Cinética Espacial. A

necessidade do tratamento espacial foi previamente justificada e os resultados encontrados

validaram o método usado no KADS2D através de alguns casos particulares da literatura.

O uso do formalismo espacial apresenta muitas vantagens em relação ao tratamento

pontual. Dentre os diversos benefícios, podemos citar a dispensa de definições de certos

parâmetros como a reatividade, cujo cálculo formal para um sistema subcrítico ainda é

um problema em aberto. O uso das diversas e clássicas funções importância também não

encontra lugar no escopo da Cinética Espacial.

Com o código desenvolvido neste trabalho, o KADS2D, foi possível fazer algumas

previsões sobre o comportamento geral de sistemas subcríticos bidimensionais acionados

por uma fonte externa de nêutrons, ao serem submetidos a determinados transientes ca-

racterísticos de condições acidentais. As simulações efetuadas com o KADS2D levaram a

importantes observações acerca da evolução destes sistemas, sobretudo do ponto de vista

da segurança. Como este código permite a implementação de qualquer quantidade de

grupos de energia e também pode considerar qualquer número de famílias de precursores,

ele pode ser considerado de aplicação geral, tendo como principal limitação a necessidade

do uso de geometria retangular.
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Há indícios de que o uso de mais de um acelerador de partículas para alimentar o

reator, nos sistemas ADS, pode proporcionar uma considerável redução dos efeitos ma-

léficos das flutuações na intensidade do feixe de prótons. Tendo isto em vista, esperamos

dar continuidade a este trabalho ao incluir, no KADS2D, a possibilidade de implementar

múltiplas fontes externas simultaneamente e generalizar este código para sistemas tridi-

mensionais. Uma outra possibilidade seria modificar o código para que ele possa ganhar

aplicabilidade em sistemas de geometria hexagonal. Desta forma, esperamos conseguir

representações mais realistas dos sistemas ADS.
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